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Integrales
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Un poco de Historia

os griegos , en el siglo Il a. J. C., hicieros lorimeros esbozos del calculo integ
L fincluso se puede
decir con toda justicia, que su fundamentacioncdédulo de areas y volumenes no

superada en
rigor matematico hasta bien entrado el siglo XIX.
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Su interés se centrd sobre todo en el calculoeksar volimenes de las figuras y los cuefpos

geomeétricos que mas manejaban, por ejemplo dellaiscde la esfera, conos, etc. Usa

on

para calcular el &rea del circulo una sucesigmotigonos regulares inscriptos cuyas are
conocian (por ejemplo, cuadrado, octégono, et@jrg de los mismos poligonos regul
inscriptos, logrando asi una aproximacién tan peafeomo deseaban del area buscada.

Crados / ! poligono de 16
/ o

Como ves en la ilustracion, cuantos mas ladosnié®epoligonos, mayor es la aproximac
de su area a la del circulo.
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en geometria, no fue riquezas de ideas y de métenhmsabundancia de problemas gene
gue hubieran podido estimular el desarrollo deséstétodos en otras direcciones distin
Los griegos tenian una estima extraordinaria de dasras mas simples, como

circunferencia, la elipse, la parabola, ... y dedinal estudio casi todas sus energias.

Se ha dicho que lo que a los griegos les falt@pagticular a Apolonio de Perga, un gran gj[?io

El gran avance del célculo integral tuvo lugar ésiglo XVII cuando se observé que La

derivada de la funcion que expresa el area emee aurva y = f(x) y el eje x va
precisamente f(x). Esto se lo suele llamatesirema fundamental del célcul&sta idez

les
as.
la

proporcionaba un método muy general para hallares y con él un sinfin de aplicaciongs a

muchos campos de la ciencia.




LA INTEGRACION SE ADELANTO EN MUCHO A LA DERIVACION

Aungue hoy en dia se suele presentar el estudia derivada antes que el de la integra
una funcion, lo cierto es que la integral es aotexila derivada en mas de 18 siglos.
Arquimedes, en el siglo Ill a. J. C., calculé etatimitada por un segmento de paral
mediante un procedimiento muy ingenioso, parecidosautilizados posteriormente en
calculo integral. Resolvio, ademas, otros muchasblpmas similares. Pero como
matematica griega fue un tanto estéatica y asi seecwd hasta el siglo XVII, no se elab
bien el concepto de funcién y asi no se les ocurriéd los griegos ni a los mateméti]
posteriores pensar en la derivada.

Barrow, maestro de Newton en Cambridge, se diotayarsu modo, de que la derivada d
funcion que nos da el area bajo una curva es praeiste la funcion misma que represen
curva.

Esto, se conoce como regla de Barrow y también demr@ma fundamental del calcules
verdaderamente una de las claves del andlisis rAatem

Hasta el siglo XVIII no se pusieron ambos concemnsconexion. Entonces fue cua:Eo

AREA BAJO UNA CURVA
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% Esta figura es un rectangulo

Su area es muy facil de calcular

 Esta otra es un trapecio. 4
También su area nos resulta sencilla de ehten Y= ' "/2x
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% Sin embargo esta curva

Y esta otra 4
y ==X +4x
Encierran areas para cuyo calgeulo

conocemos ninguna férmula.
2
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Pretendemos calcularla ©0 1 2 3 4 5 &

~

PARA EMPEZAR, ALGO DE NOMENCLATURA :

A lo largo de esta practica, vamos a calcular, sohas ocasiones, el area contenida entre el
eje X, la grafica de una funcion y= f(x) y dos segtos verticales por ay b. A esa area la
llamaremos

[t (x)-0]dx= [ f(x) dx

y=f (x

Se leeintegral entreay b de f(x)

0,00 a b y=0



Para lograr el calculo de una integral del esidas ejemplos anteriores llamada integral
definida, relacionada con el valor del area limat@dr curvas, debemos primero realizar
algunos calculos con integrales indefinidas

INTEGRAL INDEFINIDA

La derivacion y la integracion son operacionesilisa® Teniendo en cuenta esto, vamos
realizar algunas observaciones:

OBSERVACION 1: Dada f'(x) = x* podemos apreciar que las posibles formulas desé(x)

. 1) :%x3 ya que la derivada de f(x) £8x) = x°
. (X :%XS +2 ya que la derivada de f(x) €§x) = x°
e f(x)= 1y 15 ya que la derivada de f(x) es

3 8
f'(x) = x?

o (X :%xe’ +un nimero  ya que la derivada de f(x) €§x) = x*
Generalizando, el conjunto de probables antideasatk ' esta expresado por la formula
f(x):%x3+C pues f'(x) = x?

donde C puede tomar cualquier valor real generdedeste modo, cada una de las
expresiones anteriores.

El proceso de encontrar las antiderivadas de una fcion se llama: INTEGRACION

NOTACION :
Al conjunto de todas las antiderivadas de unaifumcualquiera g(x) se lo anota
de la siguiente manera:

Lenguaje simbdlicg Lenguaje coloquial
[a(x) dx= Integral indefinida de |
funcion g(x)

Sy

Luego:

[g()dx=G(x) +C




“C” es la constante de integracidon y puede tomalqeiier valor real

Reglas de integraciot

Y
Suma de funciones

I

La primitiva (o antiderivada)

la suma de las primitivas

de una suma de funciones es

JIH 00+ g(lax= [ £ (9ax+ [ g(ax

v
Ejemplo:

Joc + x)dx:szdx+jxdxzx—3 +X 4c
3 2

2

A 4

Producto de una constante
por una funcién

[

La primitiva de un numero “a” por
una funcion f(x) es el producto de
namero “a” por la primitiva de f(x)

j [af(x)]dx=a j f(Xdx =

A 4
Ejemplo:

j2x2dx = Z.I x2dx =2.X?3 +C




TABLA DE LAS PRIMITIVAS (O ANTIDERIVADAS MAS USUALE _S)

J'adxz ax+C

dex:o.x+C:o

Xn+1
jx“ dx =
n+1

+C

J.l dx=Inx+C
X

J'ex dx=¢e*+C

aX
jax dx =
Ina

+C

jcosx dx=senx+C
jsenxdx= —-cosx+C
jseé xdx=tgx+C

J.cos;ec2 xdx=—-cotg x+C

dx
J' = arc senx+C

V1-x?

j 1fX2 =arctg x+C
X




INTEGRAL DEFINIDA :

¢, Podremos encontrar alguna regla que nos pernigtdarade forma comoda, areas bajo una
curva?

Es decir, supongamos tener la funcion f(x) contiema!| intervalda;b] y querer calcular el
area encerrada debajo de la curva. -

Esto como ya lo indicamos, se obtiene con:
b b y=f & [
L [f(x)-0]dx= j f (x) dx
l
b
[ () dx = oo o L

REGLA DE BARROW:

El calculo del areaentre a y b bajo unaifimcontinua f :>j: f(x) dx= se obtienen
mediante los siguientes pasos:

1. Obtenemos una funcién G(x) cuya derivada sea f(x)
2. Calculamos los valores de esa funcibn en a yers> G(a) y G(b)

3. El drea buscada g5 f(x) dx= G (b) - G (a)

Esta regla nos permite obtener con mucha comodidéa bajo una curva de ecuaciony =
f(x) siempre que sepamos encontrar una funcion G(yxa derivada sea f(x). A G(x) se la
llamaprimitiva de f(x).

CALCULO DE REGIONES LIMITADAS POR CURVAS

Dadas las funciones f(x) y g(x). Para calcularea&ntre dos curvas se utiliza la siguiente
formula

[Tl 9 -9(0]dx=



Veamos algunos ejemplos

» Ejemplo 1. -

[ TF 00 -g(x)] dx= v= ()
= ["[f () -0] dx=

= j:f(x) dx =

» Ejemplo 2.
y# f(x)

[Tt (0= 900] dx = \ /

= ["[o- (3] dx = a\_/b

= jb""— f(x) dx =

= —j:f(x) dx

» Ejemplo 3.

[7lf 0 -g(x)] dx =

(©:0) a b



> Ejemplo 4..

[[lat) - £(0] dx =

> Ejemplo 5

j:[o_ ey dX"’J:[f(X)—O] dx=
= [°[- £00] e [T £(0)] dx=
= —j: f(x) dx+J'; f(x) dx

y=f (x)




