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UIA N° 7

Aplicaciones de la Derivada

Parte Teodrica

% PUNTOS CRITICOS:

Se llama asi aquellos puntos en que la derivadareso no esta definida.
Ejemplo 1. Dada la funcionf (x) = - x)?, la derivada esf'(x) = 2.(.- x).(-1) = -2.(L- X)

La derivada de la funcién se anula para x = 1,dueg les el Unico punto critico de la
funcion

2 —
X" la derivada es '(x) = =& 22) .
x-1 (x-1
La derivada no esta definida en x = 1, ademasda anando el numerador es cero, es
decir:

Ejemplo 2: Dada la funciénf (x) =

x=0
X—-2=0 => x=2

X.(Xx=2) = O{

Luego esta funcion tiene 3 puntos criticos quesenl ; x =0 yx =2

s CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

De acuerdo con el significado que en el lenguajeesde damos a la palabra creciente,
crece, aumenta con el tiempo, con la temperattora,aeeptamos intuitivamente que en el
punto x = 1 la funcidn es creciente, pues al auandos valores de x crecen, aumentan los
correspondientes de la funcion.

Analogamente aceptamos que la funcion es decre@ent = 5

Es decir que: una funcién se dice creciente enumop cuando el valor que toma la

funcion en ese punto es mayor que los que tomadiatanente a la izquierda y menor

qgue los que toma inmediatamente a la derecha;cal idenediatamente a la izquierda y a

la derecha se quiere indicar en un cierto entogigodnto, pues para valores de x mas
alejados, puede ocurrir que la condicién no se taimp

Asi, podemos afirmar que la funcion representadagio



Profesora de Matematica: Sandra Veronica Redaelli

D=R

Im=R

n ejex=(-40),(-10) y (62;0)
nejey= (03

C* =(~04)0(-1;62)

C =(-4-D0 (62; +)
Crece=C' =(-33)

Decrece= C' = (- c0;-4) 0 (3;+e0)

Matematicamente, sabemos que una funcidén crececreade cuando trazamos rectas
tangentes a la curva en algunos puntos. Si la eetedde esas rectas tangentes, en un
punto, es positivas entonces la funcion es crazien ese punto. Si es negativa, la
funcidn es decreciente en ese punto. La recta témgeuna funcidon en un punto en el que
ésta tiene un maximo o un minimo, es horizontheipendiente cero.

(Recordemos que las rectas con pendiente positereen esta inclinaci(')/( y las rectas
con pendientes negativas poseen esta inclinac‘ﬂS\ )

Dado que la derivada de una funcién en un puntanesimero que mide la pendiente de
la tangente a la curva en dicho punto; si la ddaves positiva la recta tangente determina
con el semieje positivo “X” un angulo agudo (ejemnp) vy la funcion es creciente. Si la
derivada es negativa la recta tangente determinaet@emieje positivo “x” un angulo
obtuso (ejemplo 2) y la funciéon es decreciente.

Ejemplo 1 Ejemplo 2

cta Tangente por el punto P

i

/ 4

v
Recta Tangente por el punto P v

a agudo
funciéncreciente

f'(x)>0:>{
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a obtuso
funciéndecrecieng

f'(x)<0:>{

Estas observaciones se generalizan entelio del signo de la derivada primerg que
dice:

Si la derivada de una funcion en un punto es posii, la funcion es creciente en dichp
punto; si la derivada es negativa la funcién es degciente

% MAXIMOS Y MINIMOS

Se dice que una funcién alcanza en un punto desingd, un maximo relativo o local
cuando el valor de la

funcion en dicho punto es el mayor de los que tanaun entorno del mismo.
Anélogamente, se dice que una funcion alcanza nmmirelativo o local cuando el valor
gue determina la funcién en dicho punto, es el meleolos valores que toma en un
entorno del mismo. Estos maximos o minimos se ianedativos o locales, porque se
consideran valores de la funcién, en puntos vecipasimos al punto considerado; en
otros mas alejados puede ocurrir que la funciéretealores mayores que los maximos
relativos y menores que los minimos relativos, taségalores se lo llama maximos o
minimos absolutos.

Para hallar los valores de maximos y minimos de urfancion:

Si a la izquierda de un punto la derivada es
positiva y a la derecha del mismo negativa,
en ese punto existe mmaximo

4 -3 -2 -

+
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Si a la izquierda del punto la derivada es negativ
y a la derecha es positiva, en ese punto existe L
minimo.

Si ademas, en el punto en que existe un maximoroinimo, la curva tiene tangente, se
observa que dicha recta tangente es horizontareydiecir que la derivada en él debe ser
cero, 0 sea:

— R A——
-3 -2 /_1 [yg 1 /i 3 4
: : : L2 : : :

: : . |

Si en el punto en que la funcién alcanza un maxinmun minimo existe derivada ésla
debe ser cerp

En efecto:
Si existef'(x,) €s un numero y por lo tanto debe ser positivoatig o cero.

» No puede ser positivo, pues:
Si f'(x,)) 0= f(X) es creciente erpxno hay ni maximo ni minimo.
» No puede ser negativo, pues:
Si f'(x,){ 0= f(x) es decreciente en,n0 hay ni maximo ni minimo.

Por lo tanto, si no puede ser ni positivo ni negatidebe ser cero.

Es decir:

F(x) tiene maximo o minimo eny ¥ existe f'(x,) = f'(x,)= G
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Pero esta condicion que se anule la primera dexj\@tk es necesaria, indispensable, para
gue en el punto haya maximo o minimo, no basta&smsuficiente, pues hay casos en que
la derivada en el punto es 0 y no hay maximo nimon

Ejemplo: f(x) = X
f'(x) =3.x° -y ]

En el origen es'(0) =30*>=30=0

Esta funcién en dondé'(x,) =0en x =0

. . 8-6-4-2
En el origen es creciente o

Por lo que, ademas de anularse la primera deriyaaa, que haya maximo o minimo se
deben cumplir las condiciones impuestas al signes#ederivada a la izquierda y a la
derecha del punto.

Sobre esta base, hay un criterio muy comodo pdreadp en la practica, que se llama
CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADAY dice:

Si en el punto en que se anula la primera deridadsegunda derivada es distinta de cero,
hay un maximo o un minimo. Hay maximo si la segudedvada es negativa y hay un
minimo, si la segunda derivada es positiva.

En efecto,f"(x) es la derivada dé’'(x) por lo tanto:

« Si f"(x) es negativa resulta qu&(x) es decreciente en el punto en que vale 0O,
luego debe ser positiva a la izquierda, funciorcierge, negativa a la derecha,
funcion decreciente que es la condicion para lstemcia de un maximo.

« Si f"(x) es positiva resulta qu&'(x) es creciente en el punto en que vale 0, luego
debe ser negativa a la izquierda, funcion decresigrositiva a la derecha, funcién
creciente que es la condicion para la existenciand@ainimo.
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EN SIMBOLOS Y RESUMIENDO :

f"(x,) (0 = f(x)tiene un maximoen X,
f"(x,))0 = f(x)tieneun minimoen X,

f'(x,)=0 0O f"(xo)io{

Procedimiento para determinar los maximos o minimos

1. Se obtienef’(x)
2. Se iguala a cero, es dedit(x) = 0 y se determinan los valores de x = a que
satisfacen dicha ecuacion.
Se obtienef "(x)
4. Se calcula el valor de"(a) para cada uno de los valores de x que anuldxa
Sif"(a)(0 = f(x)tieneun maximoen x=a
{Si f'"(@)0 = f(x)tieneun minimoen x=a

w

s CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

N B~ O 0D

Al hablar de concavidad de acuerdo con el sigrdﬁaal

el lenguaje corriente damos a la palabra, llamasbos2 -5 -1 -5 5 1 5
cuando hablamos de una superficie curva hacia radi T
y llamamos convexo cuando hablamos de una sup

curva hacia fuera.

En matematica un grafico de una funcién es cénoasan
concavidad hacia arriba cuando se presenta corabegemplo
a continuacion | vyl

o

Y decimos que es convexo 0 bien con concavidac
cuando es como muestra el ejemplo siguiente

20 -15-1@ -5 5 18 15
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CONCAVIDAD O BIEN CON
CONCAVIDAD
HACIA ARRIBA

\_

En los puntos P de tangente horizontal y Q
de tangente oblicua, la curva@mcavaen

la direccion y sentido del semieje positivo
y, también se dicedncava hacia arriba.
Como se observa en la figura, se define: la
curva es concava hacia arriba en un punto
de tangente horizontal u oblicua, cuando en
un entorno reducido del punto el arco de
curva esta en el semiplano superior con
respecto a la tangente

CONVEXIDAD O BIEN CON
CONCAVIDAD HACIA ABAJO

En los puntos A de tangente horizontal y B
de tangente oblicua se dice que la curva es
convexa en la direccion y sentido del
semieje positivo y, también se dice
céncava hacia abajo

Como se observa en la figura, se define: la
curva es concava hacia abajo en un punto
de tangente horizontal u oblicua, cuando en
un entorno reducido del punto, el arco de
curva esta en el semiplano inferior con
respecto a la tangente.
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Si la funcion tiene segunda derivada resulta que:

% Si la segunda derivada de la funcién en un punpms#iva, la curva es concava
hacia arriba en el punto correspondiente

% Si la segunda derivada de la funcién en un puntegativa, la curva es concava
hacia abajo en el punto correspondiente

En resumen:

f"(x,) » 0 < curva concavahacia arriba
f"(x,) ( 0 = curvacéncavahacia abajo

< PUNTOS DE INFLEXION

En los siguientes graficos se observa, que enrgbgrisefialado en cada uno, la curva no
es ni cdncava ni convexa; en unos casos comopeimaro y en el segundo a la izquierda
del punto es concava hacia arriba y a la derecharesva hacia abajo. En cambio, en el
tercero y cuarto a la izquierda del punto es coawea la derecha es cdncava hacia arriba.

Estos puntos se llamaintos de inflexion

DEFINICION : Se llamarpuntos de inflexion a aquel en que la curva cambia el sentido
de la concavidad

Para determinar el punto de inflexion:

f'(x,)=0 O f"(x,)#20 = el punto de la curva que corresponde, &« de
inflexion
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Ahora bien, si la tercera derivada es 0 en el pentgue se anula la segunda derivada o
bien se trata de un punto en que la segunda darivacksta definida, hay que estudiar el
signo de la segunda derivada a la izquierda ydadacha del punto, si dicho signo cambia
hay inflexion.

De lo dicho se deduce que, para determinar looputd inflexidn se procede asi:

» 1° Procedimiento: si existe segunda derivada se deteran qué puntos se
anulay en ellos se calcula la tercera derivadadgbe ser distinta de cero.

e 2°Si la segunda derivada se anula y la tercera atlaitambién, hay que
determinar el signo de la segunda derivada aglaerda y a la derecha
del punto; si el signo es distinto hay inflexion.

« 3°Si es un punto en que la segunda derivada naleBtdda, se determina el
signo de lamismaala izquierda y a la derechgydeto; si son distintos
hay inflexion.



