GUIA N° 4

Funciones Exponenciales y Logaritmicas

Parte Teorica

EJEMPLO 1: En un laboratorio, estan experimentando con uhdapmn de bacterias. Se

observa que, al reproducirse, la masa de la pdinlaaumenta un 15% cada hora. Al
comienzo, el cultivo de bacterias tiene una mases0dgramos. ¢ Cual s

era la masa de las bacterias después de dos hpyad@spués de 10 horas?. ;Y después de

25 horas?.

Deberiamos encontrar una formula que permita aaldal masa del cultivo en funcion del

tiempo. Empecemos haciendo una tabla que nos raued&no va cambiando la masa en
funcién del tiempo.

Tiempo en horasMasa en gramos
0 50

1 50+ 50.E =575
10C

1
2 575+ 57,5.—5 = 66125
100

50+ 50— | +[50+ 502> | 2 = 66125
100 100/ 100

Podemos asi contestar a la primera pregunta: desleu2 horas, la mas es de 66,125 gramos.
También se ve que para avanzar una hora es neceséer cual es la masa de la hora
anterior, para lo cual sera necesario analizarogo mas las cuentas realizadas en estos pasc
De la hora 0 a la hora 1, la masa aumenta en 16840 panto, la masa que habra a la primera

hora sera en 1155 de la masa inicial, o sea:

Horal - 50.1—15= 50x 115
10C

A la segunda hora, también habra un 115% de |ldgb&@ en la hora 1, o sea:

Hora 2 - (50x 115).%(55 50x 115x 115="50 .115

Por lo tanto cada hora que pasa se multiplica Earaaterior por 1,15.
A la hora 10, habremos multiplicado 10 veces pdBb.1Tenemos, entonces, que la masa 10
horas después sera 8le.115° = 202278 gramos, aproximadamente.

Asi, la forma de encontrar la masa después deasles:

Hora T - 50.115
La formula de la masa en funcién del tiempo serd) M50 .115



FUNCION EXPONENCIAL

Hemos encontrado aqui una funcion en la cual laliarse encuentra en el exponente: se
llamafuncion exponencial

e Una funcién exponenciales una funciéon de la forma:

f(x)=k.a* donde kORyalOR" conazl

Es necesario qua® sea positivo para que se pueda utilizar como dorsunalquiera de los

nameros reales. Para entender esto, analicemdsflagiones de potencia para los distintos
conjuntos numMericos:

R/

% Six=0, sedefinea’=1(si az0)

R/

< SiXxON, sedefihea*=axaxax...xa

X veces

% Six es un numero negative -x es el opuesto de un nimero negativo,
" " . _ 1 /.
entonces —x es positive -x 1 N = definimosa”™ = — (siaz0)
a

P
% Six es una fracciép> x=+—=a" =3/a°
q

En esta ultima definicion, es importante analizargude tomar cualquier valor. El problema
gue tenemos es que a sea negativo y la raiz sgaopa@jemplo:

1
(-4)2 =./(-4)
no existe esta expresion en el conjunto de los raBmeales, ya que ningn niumero elevado

al cuadrado puede dar negativo. Por este motiguepara que la funcién exponencial tenga
por dominio los nimeros, es necesario ggea positivo.

EJEMPLO 2: Considerando la funcidon exponencigk) = 2*, cuyo dominio es R

a) Realizamos una tabla

X 1Y

01

112

2 |4

3|8

_1 1:0,5
2

21
2—0,25




Observando el grafico podemos ver'que:
> No tiene ceros ya que no posee interseccion ceje el

» Su ordenada al origen es 1, es decir interfectaekteje y en (0;1)

> Los valores de “y” son todos positivos, por lo tasti conjunto imagen es (0;
+00),

» Una caracteristica evidente de esta curva es ldeagon la que crece. A ese
crecimiento vertiginoso se lo llaneaecimiento exponencialLa funcion f(x) es
creciente.

» Cuando x tiende ao, la curvase aproxima cada vez mébkeje de las abscisas
(eje x), pero nunca llega a tocarlo. Por eso, dtarde ecuacion y =0 (es decir, el
eje x) es lasintota horizontalde la curva

» Llamamosfuncién exponenciala toda funcién cuya expresion sea de la forma:

f(x)=k.a* donde kORyalR" cona#l

El dominio de estas funciones es R. al represastgrdficamente se obtienen curvas
crecientes o decrecientes en todo su dominio,igaert al eje de abscisas (eje x) como
asintota horizontal

Una asintota horizontal es una recta a la cualihaacse aproxima indefinidamente, sin llegar
a “tocarla

Para comparar y analizar de un modo mas geneea egtvas vamos a estudiar cOmo se ver
afectadas por la variacidon de las constatitesy “a”



Funciones de la formay = a*

Funciones de la formay =k . a*

f(x) = 2"

Caracteristicas comunes
o Corta al eje de ordenadas en (0;1)

f(x) = 3.2"

Caracteristicas comunes
0 Corta al eje de ordenadas en (0;k)
0 No cortan al eje de abscisas

o0 No cortan al eje de abscisas o Tiene una asintota horizontal en'y =0 es
o Conjunto imagen: (Ops) decir en el eje x
o Tiene una asintota horizontal en y =0 es dediDiferencias
en el eje x = Conjunto imagen: (Opb)
Diferencias
= Siaes mayor que 1, la funcién es
creciente
1\ f(x)=-3.2" y
f(0=|> 1
\2). 4 X
y % 1
3 -1
? 2
-3
4\ \
X -4
L 12 3 ¢ 5\
-1 6 \
4 N \
Caracteristicas comunes
-3 0 Corta al eje de ordenadas en (0;k)
o0 No cortan al eje de abscisas
-4 o Tiene una asintota horizontal en 'y =0 es

Caracteristicas comunes
o Corta al eje de ordenadas en (0;1)
o0 No cortan al eje de abscisas
o0 Conjunto imagen: (Opb)

o Tiene una asintota horizontal en y =0 es deci

en el eje x
Diferencias
Si a es menor que 1, la funcién es decreciente

decir en el eje x
Diferencias

Conjunto imagen: ¢;0)




FUNCIONES DE LA FORMA f(x)=k.a*+b
Observa detenidamente los siguientes graficos guesponden a las funciones:

f(x)=2.3"+1
h(x) = 2.3"
. g(x)=2.3-1

Observen como se completa el siguiente cuadro

k|a|b | Conjunto imager Asintota
f(x)=23+1|2|3|1 (1;4e0) Y=1
g(x)=23-1|2|3|-1 (-1;7e0) Y=-1
h(x) = 2.3* 2|30 (0;e0) Y=0

FUNCIONES DE LA FORMA f(x)=k.a**

A patrtir de una funcién exponencial de la forgraka* se puede representar graficamente
otra de la formaf (x) =k .a*° desplazando la grafica hacia la derecha o hacglgerda,
segun corresponda.

Se graficaron a continuaciorfi(x) =3 , g(x)=3* y h(x)=3"



-1

ECUACIONES EXPONENCIALES

Decimos gque una ecuacion es exponencial cuandieoerd la incognita en algun exponente.
EJEMPLO 1

1024=8.2"
21 =22
o10 — H3nx
10=3+x
10-3=x
7=X

Planteamos la igualdad entre los exponentes

EJEMPLO2 g+ 43wz =10

3+ 3.3 = 10
3
3(1+3t)=1
3
310=10
3
3= 10 +10
3
.1 : :
3= » Expresamos el segundo miembro como una potencia
3 de base 3
3)( — 3—1



SITUACION PROBLEMATICA

Supongamos poseer la siguiente ecuacion

EJEMPLO1: 2"=5

No podemos, con los conocimientos que poseemads alasra
resolver esta ecuacion. Aprenderemos a continuaciamueva operacion que nos permita
resolver este tipo de ecuaciones

LOGARITMOS

Se llama_ogaritmacion a la operacion por la cual se calcula el exponainjee se tiene
gue elevar un namero “a” positivo y distinto deatgpobtener otro nimero “b”. Esto se
escribe asi:

log, b y se lee logaritmo en base “a” de “b”.

Se cumple qudog,b=x < a*=b,cona)0 ya#1l

Con esta definicion, lo que se buscaba en el dgeamiegici€xa
232....= X
232=X

Aunque esto todavia no ayuda a encontrar el vialama esto estudiaremos una serie de
propiedades del logaritmo.

Como ya mencioné anteriormente en la definiciolggaritmo es el exponente al que hay que
elevar una base “a” para obtener un determinaderaiftbh”

a‘=b < ,log,b=x cona)0 ya#1l

Porejemplo o4 16=4-42=16

1 _ 1
log,.—=-2=32==
939 9

log, x=3=x*=8
2°=32=1l0g9,32=x=x=5

Dada la definicion de logaritmoa™ =b - ,log, b = x cona)0 ya#1l. También

podemos analizar que “b” debe ser positivo paragogaela calcularse el logaritmo, ya que si
“b” resulta ser una potencia de “a”, por ser “aspivo, “b” también lo sera.



LOGARITMOS DECIMALES Y LOGARITMOS NATURALES

Si la base del logaritmo es 10, se llama logartainiral y se puede escrilbeg, sin indicar la

base.

Sila base es el numero e (e =2,718...), se derzdogaritmo natural o logaritmo
neperiano y se escribé. Se denomina neperiano en honor de John Neper-l&bD),
matematico escoceés a quien se atribuye el condegdtmyaritmo.

Tanto los logaritmos naturales como los decimgb@sexen en las calculadoras cientificas.

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

* log,1=0 esto se cumple pues =1
» log, a=1esto se cumple pues =a
* Logaritmo de un producto es igual a la suma déolgaritmos de los factores, si estos
existen
log, (x.y) =log, x+log, y

* Logaritmo de un cociente es igual a la resta dogrégaritmos del dividendo y del
divisor, respectivamente, si estos existen

Ioga[ﬁJ =log, x—log, y
y

log, b
log, C
Las propiedades de cambio de base nos permitdédraras un logaritmo dado en cierta base

en otro logaritmo expresado en una base que ne®rga, por ejemplo, aquellas que
aparecen en las calculadoras cientificas.

Cambio de base: log, b=

* Logaritmo de una potencia log, (x)" = n.log, x

1
* Logaritmo de una raizlogaQ/; =log, x" =1.Ioga X
n

Demostraciéon de la propiedad del producto:

Para ello haremos un cambio de variables:

log, x=p=Db" =x

Llamaremo
{logb y=q=b'=y



. . : » b" b =xy
Multiplicamos miembro a miembro T o '
Tenemos un producto de potencias con la mismabase®” " = X.Y

Por definicién de logaritmo, tenemos: > |090(X-Y) =p+(
Reemplazando llegamos a lo que queriamos demostrar

log,(xy)=log, p+log,q
SISTEMAS DE ECUACIONES

Observen una de las formas en que podemos reswi\gstema de ecuaciones exponenciales
4 =1
3 =9

1°) En cada ecuacion buscamos expresar todastiEx@s en la misma base. Asi tenemos:
4x—y = 40
3x+y - 32

2°) En cada ecuacién planteamos la igualdad dexiosnentes

Xx-y=0
X+y=2

39 Obtenemos un sistema de ecuaciones linealedosoimcognitas. Resolvemos en el

sistema:
y=X
y=2-X

X=2-X
X+X=2
2x=2
X=2:2
x=1

4°) Teniendo el valor de x, en este caso x =1 résramos y obtenemos que y=1



59) Verificamos
47v=1 [47=1 [4°=1 ([1=1
= = =
3X+y29 31+l:9 32:9 9:9

FUNCION LOGARITMICA

Llamamos funcioén logaritmica a toda funcién cuypregion sea de la forma:
f (x) =log, X (x)0; b)0; bzl
El dominio de éstas funciones son los reales posiiR), y al representarlas graficamente se

obtiene curvas crecientes o decrecientes en todorainio, que tienen al eje de ordenadas
como asintota vertical.

FUNCIONES DEL TIPO f(x)=log,(ax+b)

Los siguientes graficos corresponden a funciongaritmicas de la forma(x) = log(x +b)

f(x) =logx

Eiemplo 1: g(x) =log(x +5)
m(x) = log(x—5)




Ejemplo 2: Ahora vamos a representar

f(x)=logx . : v
g(x) = log(-x)

m(x) = —log x

J(x) = —log(-x)

FUNCIONES DEL TIPO f(x)=log,(ax)+b

A patrtir de la funcién logaritmica de la form#x) =log, (ax) se puede representar
graficamente otra de la formigx) = log, (ax) +b desplazando la gréfica hacia arriba o hacia
abajo segun corresponda

Ejemplo: En el grafico realizado a continuaciorragaron las graficas de
f(x) =logx

g(x) =logx+2
m(x) =logx—2




