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ANGULOS ORIENTADOS EN UN SISTEMA CARTESIANO:

Vamos a precisar cOmo consideramos a un angula sisiema de ejes cartesianos

Suveérticees el origen de coordenadas

Esta generado por la rotacion de una semirrecty@ con origen en (0;0). El rayo
parte desde una posicion inicial coincidente casealieje positivo de las “X” (éste sera
sulado inicial) y gira manteniendo fijo su origen hasta llegana posicion que marca
sulado terminal Ademas, puede realizar mas de un giro completo.
Espositivocuando esta generado en el sentido contrario ahmento de las agujas del
reloj y negativocuando esta generado en el sentido horario.

Para referirnos a su ubicacion, consideramos eloptartesiano dividido en cuatro
sectores, llamadasiadrantesy localizamos el lado terminal

-

Il cuadrante | cuadrante

+ (positivo)

c

)

- (negativo)

|

Il cuadrante IV cuadrante




Analicemos algunas situaciones:

s Ejemplo 1.

v

S|

£=45
Y=
£y y sonangulosdel............. Cuadrante
s Ejemplo 2. p=130C
W= ..iviiinns
@ es un angulo del ........ cuadrante
4
N
+ Ejemplo 3.
£=30
W = iiiiiinnn
El angulow estaenel .......... Cuadrante

El ngulos estaenel ..........

-~

Cuadrante 4




MEDICION DE _ANGULOS

Hay varios sistemas de mediciones de angulos, nassivhbajaremos con el sistema
sexagesimal
(grados, minutos y segundos) y el sistema circular.

La relacion entre ellos es que 1807 lo que es lo mismo 360° %2

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO :

Recordemos las definiciones de las tres razorggmimétricas fundamentales de un
angulo agudo y algunas relaciones entre ellas.

A partir del angular, construimos un triangulo rectangulo y nos refesra los catetos
segun su posicién relativa al angulo

En este caso, el cateto opuesto es...... y el catgaradte es.............
El lado.......... Es la hipotenusa.

Definimos las razones trigonométricasng cosenoy tangentede a con las siguientes
formulas:

.................... hipotenusa
Estas razones, dependen solo del angujono de las medidas de los lados del triangulo
construido, y se pueden obtener con la calculacierdifica.

Recordamos las férmulas aprendidas hasta ahora

seng +cos a =1
cos a =1-sen’a __, cosa =+1-sen’a

—> sena=1-cosa— sena=+1-cosa
sena 1 1 1 cosa
coseca = ——— seqy = cotga =— = cotga =
cosa seng cosa tga sena




RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS COMPLEMENTARIOS

Consideremos ahora los dos angulos agudos deanguifo rectangulo. Estos son
, pues sus medidas suman 90% 0

Analicemos la relacién que hay entre sus razoiggswmeétricas

Para o : Cateto opuesto: .......... i.. Para g: Cateto opuesto: ............
Cateto adyacente: ......... . Catelynaente: ................

: b

o g = sen f = e
.................................. ﬂ
C
A
Cosgr = s cos f =
a [

tg g = e tg ,8 e a B c

Generalicemos la relacion entre las razones trig@tiicas de angulos complementarios

sen (90°-a) = cosa ( e j

sen| Z-a =

2
cos(90P-a)=........ _ T

En Grados En Radianes!| €°S E—a = e
1 T 1

tg (90°-a)=cotga =— tg| =—a |=cotga =
g (9P-a)=cotga =~ g(z j ga=_

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA

Las definiciones de las razones trigonométricadngeilos agudos se pueden extender parz
cualquier angulo.



Para esto consideramos el angal@n el plano cartesiano y marcamos en su ladonatmi
un punto P=(xy,) que se encuentra a ynaAQistamdeO del origen de coordenadas. Asi
definimos:

sen a=— oy Lo
r Yo7 ‘
Xp r i
COos a=— |
r |
a 1

Y )
tg a=-% ):
X p

P X

A
A
< '
36 ‘ Oa .
r=5 !
a | )
4 v
........ —
%a: ---------
T Yo Y~ 2 S i COSO': --------
cosq =——— cosf@ =ittt T
.......... t a: sssssssnnsn
tga: ......... tgﬂ:— g -----------

LA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Podemos visualizar graficamente el seno, el cogdéadangente de un angulo en un
sistema cartesiano si consideramos un punto P sohbreircunferencia dadio 1 a la que
llamamoscircunferencia trigonométrica o circunferencia unidad.



En la figuracomo r = 1 tenemos que: A

Es decir que el segmepko

esta asociado al gen

Es decir que el segme@&
esta asociado al cos

° tga -Y» Ademas’t =@por ser

p XP r
los triangulos PKO y QMO semejante
Entonces:

ﬁ = MQ = MQ = MQ =

X, radio r 1

tga = MQ

Es decir que el segmento MQ esta aso@dddga



EJEMPLO 2:

Identifiquen los segmentos asociados, respecaagamal seno, al cosenoy ala
tangente de cada angulo y completen la tabla. $eempsquen el segmento asociado a la
tangente de cada angulo en la recta vertical gse par el punto (1;0). De esta manera, si
el &ngulo es del Il cuadrante o del lll cuadraetéeabe trazar la semirrecta opuesta al lado
terminal del &ngulo.

SIGNOS Y CUADRANTES

Completen el esquema con los signos de las razogesométricas en cada cuadrante.
» Elsenoy latangente estan asociados a segmeartasaies; cuando estan por
encima del eje x son positivos y cuando estan gbajo son



En cambio, el coseno esta asociado a un segmentorial. Cuando esta hacia la
derecha del eje y es

........................ y cuando esta hacial................. es
Il cuadrante | cuadrante
Seno (....) Seno (....)

Coseno (....)

Coseno (....)

Tangente (....)| Tangente (....)

[Il cuadrante [V _cuadrante
Seno (....) Seno (....)

Coseno (....) | Coseno(....)

Tangente (....)

Tangente (....)

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ALGUNOS ANGULOS ESPECIAL ES

En algunos casos es posible obtener los valoresosxde las razones trigonométricas sin
recurrir a la calculadora.

 Angulos de 0°, 90°, 180°, 270°

Teniendo en cuenta las coordenadas del puasociado a cada angulo en la
circunferencia trigonométrica

completen la tabla

a Qe 90° 180 270°
(0]

P (0;1)
Sen 1
a
Cos 0
a
Tg a No

existe

A
2




« Angulos de 30°, de 45° y de 60°

Para estos angulos pueden calcular las eazogonométricas mediante recursos

geomeétricos.
Consideramos el ABP, rectangulo isosceles:

AB=PByA=P=4%,
Aplicamos el Teorema de Pitagoras y despePB = sen 45°.
AP =PB’ +AB

ra ioZ:PBZ+H32 como PB = AB

y

1" =PB° +PB AR 4
1= 2pB°
P_Bzzljp_B:\/i:i:iIQ: \/52 :_2:%[]45)

2 2 22 (faf 2

Se pueden obtener con procedimientos similarestias razones que figuran en la
siguiente tabla. Complétalas aplicando las propiesi@orrespondientes a los angulos

complementarios

a 30° 45° 60°

N‘él

N

Sen

Cos

Tg a




Asi nos queda, juntando las dos tablas

a 0° 30° | 45°| 60° | 90° | 180°| 270°
0 1 2B 1 0 | -1
Sen 2 | 2
a
1] &3 |2 ] ¢ 0o | -1] o
Cos ) 2 2
a
0 1 1 | J3 | No 0 No
Tg a J3 exist exist
e e

RELACION ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGUL OS
“SIMETRICOS”

ANGULOS SUPLEMENTARIOS

* Observen en la figura los angulos suplementarigs (180°«) cuyos lados
terminales son simétricos con respecto al eje y

A

* Marquen los segmentos correspondientes al senen@gstangente de cada uno de
los &ngulos.

e SiP,=(0,6;0,8), por simetria se obtieneH-0,6 ; 0,8)
* Aplicando las definiciones, completar:




a (180°a)

Sen 0,8 0,8
a

Cos 0,6 -0,6
a

Tga | 1,33 | -1,33

Las similitudes que reflejan el dibujo y los vakrebtenidos se deben a la simetria
existente entre los angulos suplementarios.
Generalizando estas relaciones para cualquiergpangulos suplementarios

Sen (180%) =sen (n-a) = sena

Cos (180% ) =cos (n—-a) = —cos a
Tg (180%) = tg(n-a) = -tga

ANGULOS QUE DIFIEREN EN 180° ( 0 enm)

e Observen los angulas y (180° + ) dibujados. Sus lados terminales son simétricos
con respecto al centro de coordenadas

 Marquen en el dibujo los segmentos correspondiesiteseno, al coseno y a la
tangente de cada uno de estos angulos que diéamen

,,,,,,,,,

—————————



Generalizando estas relaciones
Sen (180° ) =sen (n+a) = -sena

Cos (180% ) =cos i+a) = —cos a
Tg (180°w) = tg(n+a) = +tga

ANGULOS OPUESTOS

En la figura hemos marcado un anguloen el | cuadrante, y su opuestar ; que se
encuentraenel ....... cuadrante.
Sus lados terminales son simétricos con respeeje al

» Marquen los segmentos correspondientes al semosaho y a la tangente de cada
uno de los angulos

-
1
Generalizando estas relaciones
Sen(a)=-sena
Cos (&) = +cos
Tg () = -tg/a |
a 1
; 1

_]_ _a :

-1

. 4

LA FUNCION f(x)=sen X

La funcion f(x) = sen x, cuyo dominio & asigna a cada namero real x el seno de es
namero. Para representarla, se puede dividir taierencia de radio 1 en doce partes
. . T 2n

iguales y determinar los valores T3 g luego, se trazan los segmentos
asociados a esos valores y se trasladan comoranlseggura.




Circunferencia trigonomeétrica

radio = 1 ejey

eje x

|
120° 150° 18 240 270° 300° 3:80o 360°
| |

Esta curva que se obtuvo se llasiausoide
Analicemos la funcién:
» El valor maximo que toma es “1” y el valor minin®“e1”
» El conjunto imagen es el intervdld;1]
» Como f(0) = 0, el gréfico corta al eje y en (0;0)
 Como los valores que toma la funcién se repitelcaimente cada 2, se cumple
que:
sen (X +271) = sen x
por eso, la funcidn seno es periddica, sioderes 2.

LA FUNCION f(x)= cos X

La funcion f(x) = sen x, cuyo dominio 8 asigna a cada numero real x el coseno de ese
namero. Para representarla, se puede dividir taierencia de radio 1 en doce partes
iguales (de igual manera que se realizé con ladarseno) y determinar los valores

nnn?2n .
..——,—,—,... luego, se trazan los segmentos asociados aaleoss y se trasladan

como muestra la figura.

Circunferencia trigonomeétrica
radio = 1

ejey

Q

150° 180° 210 240
| |
|
|
|




Esta curva que se obtuvo se llanwsinusoide Tiene la misma forma que la sinusoide
pero esta desplazada horizontalmente con respetie a

Analicemos la funcién coseno:
» El valor maximo que toma es “1” y el valor minimo“e1”
» El conjunto imagen es el intervdld,;1]
e Como f(0) = 1, el grafico corta al eje y en (0;1)
» Como los valores que toma la funcién se repitelicaibente cada 2, se cumple

que:
cos(x+2n) =cosx

por eso, la funcion coseno es periddica,esiodo es 2.

VARIACIONES A PARTIR DE LA FUNCION _f(x) = sen x

Ahora estudiaremos las funciones del fig) = a. sen (bx)dondea y b son nameros fijos
reales no nulos.

Para ello analizaremos por separado la incidereibbsl factorega y b en la forma del
gréfico.

» Anadlisis de la funcion del tipo f(x) = a. sen x

Observen los graficos f(x) = sen x; g(x) = 2.8em(x) :%sen X, y completen la tabla

Y=2.SENX

Y=SENX




Funcion a | Conjunto Imager Maximo | Minimo
F(x)= sen x
G(x)= 2.sen x

H(x) = %sen X

El factor “a” determina laamplitud de la onda y no afecta el periodo, que para teslas
funciones es den2

> Analisis de la funcién del tipo f(x) = sen (b.x)

Observen los graficos f(x) = sen x; g(9en (2x); h(x) = sen%(x) , 'y completen la

tabla

Funcion b Conjunto Periodo
Imagen

F(x)= sen x
G(x)=sen (2x)

H(x) = sen (%x)

» El factor “b” determina el periodo de la funcion siaodificar la amplitud de onda.

» Cuanto mayor es b, menor es el periodo. El valsolaln de “b” indica la cantidad
de ondas que hay en el intervalo de longitad &si en F (x) hay un onda, en G(x)
hay 2 ondas y en H(x) hay % onda.



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS :

Resolvemos ahora ecuaciones en las que aparecamesagigonométricas de angulos
orientados. Nuestra incognita sera la medida de &@sgulos.

En todos los casos, consideraremos excluidos losegade la incognita que anulen algun
denominador. Ademas, buscaremos las soluciones mdalidas de angulos positivos o
iguales que un giro.

Ejemplo 1.
Cosx=-0,5

Obtenemos un angulo que verifica la ecuacion,zatililo la funcién cdsde la
calculadora cientifica:

Asi obtenemos;x 120°
En la figura de abajo puede observar que, ademas glee esta en el Il cuadrante,
hay otro angulo (3 cuyo coseno también es -0,5 y esta en el Il ardd. Para
hallar »%, procedemos asi:
Buscamos un angulo en el | cuadrante, simétrice, @®n respecto al eje y, al que
llamamos angulo de referencia x
X;=180° - 120° = 60°
Hallamos % en el Il cuadrante simétrico de, xon respecto al origen de
coordenadas, haciendo

% = 180° + x=
Xo = 180° +60° = 240% x,= 240°
Las soluciones de la ecuacion sgn £20° y %= 240°
Con la calculadora comprueben que cos 120° = -gifeycos 240° = -0,5

-0,5 1 }




Ejemplo 2:
tgx=-1
« Con la calculadora hacemos'fgl) = -45°. Como buscamos la medida de un angul
positivo y menor o igual que un giro, obtenemosuasi solucion:
%= - 45° + 360° = 315°, que esta en el Ill cuadrante

* En la figura observamos que hay otra soluciéhdue esta en el Il cuadrante Por lo
tanto la hallamos asi:

* Buscamos xen el | cuadrante> x, = 360° - 315° = 45°

* Hallamos % en el |l cuadrante, haciendg: x 180° -
= X,= 180° - 45 & x, = 135°

* Las soluciones sonx315° y % =135°

\
|
|
'
<]
71
|
|
|
|
i

Ejemplo 3:
3tgx=2.cosx

= 2C0SX

X . sen X
Reemplazamos a tg x p&. Asi obtenemos.
COSX COSX

e Pasamos cos x al otro miembro, multiph&ante 2c0sx cosx
3.5en x = 2c05 X.

» Aplicando la identidad pitagérica reemplazamos por
sen’x +cos’ X =1= cos x =1-sen’x
« Asi obtenemos @uen x = 2(1- sen’x)
3.5en x = 2 - 2.sen’x
2.5en°x+3sen x-2=0

e Sustituimos Z= sen x y resolvemos la ecuacion @iedr. 2.z° +3.z-2=0

-bxyb’-dac _ , _-3% 3 -42(-2) -3+/9+16 -3+25 -3%5
2a 22 4 4 4




=3
 Para 4= 1 = sen X =1:> %
2 2 X, =150
Para Z= -2 Esta ecuacidén no posee solucion, pues ef dal seno debe estar
comprendido
entre-1y1



